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Descricao do modelo

« Tempo discreto. Eventos ocorrem nas datas 0,1,...,T;

* n agentes, chamados consumidores ou investidores, que vivem das data 0 até
adataT;

« Um nico bem fisico diferenciado apenas pela data na qual estara disponivel;

« 0 modelo inicia-se com cada consumidor possuindo um direito a consumir
uma determinada quantidade do bem em cada uma das datas. Notaremos
por w; ; o direito inicial do agente i ao consumo na data t, que chamaremos
de dotagdo inicial do agente i, na data t. w; = (W; g, Wj, W;5, ..., W, 1) sera
denominado de vetor de dotacoes iniciais do agente i ou, simplesmente,
dotacao inicial do agente |.



”

Usaremos o termo data para designar um instante no tempo. O termo “periodo
refere-se a um intervalo de tempo. O tempo pode ser continuo ou discreto.

Se o tempo é continuo, qualquer data real é valida

: : : : : : : 1 tempo
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No caso do tempo discreto, apenas as datas que sao multiplos de um
determinado periodo sao validas



Representacao grafica da dotacao inicial do agente i para o caso de um periodo

unitario (duas datas)

consumo na data 1

1 consumo na data 0
Wio
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Hipotese de auséncia de custo de transagoes

Assumiremos que os agentes possam trocar entre si suas dotagoes iniciais. Sejam
Acij = (Acjjo, - -, Ac;j 1) as alteragoes dos consumos temporais do agente i em
virtude de suas trocas com o agente j. Dizemos que essas trocas foram feitas sem
custos de transagao caso, para qualquert € {0,1,...,T},

AGijr = —AGir = AG i+ + Agjr = 0.

Em outras palavras a auséncia de custos de transacgao implica que a troca entre

dois agentes nao cria nem destroi, mas, apenas realoca consumo entre esses dois
agentes.



Auséncia de custos de transagao no agregado

Seja ¢;; 0 oconsumo de um agente i qualquer em uma data t qualquer apos a
realizacao de trocas com outros agentes. Notando ¢; = (¢;o,...,Cjr), @ hipotese
de auséncia de custos de transagoes implica:

n n
Yo=Y w

As transagoes nao criam nem destoem consumo.



Hipotese de nao arbitragem

Arbitragem ) o . . .
Dizemos que um investidor i qualquer realiza ganho de arbitragem caso, apos a
realizacdo de trocas com outros investidores, paratodot = 0,1,...,T,¢;; > w;; e

exista ao menos um valor de t € {0,1,...,T} para o qual ¢;; > w;.



Exemplo: arbitragem

AGijr =3, Acjj, = —4, AGjj = —3 e Acj; . = 4 agentes i e j sO realizam trocas
entres as dataste 7;

ACipt = =3, ACip . = 4,2, ACpjt = 3 € ACy; . = 4.2; agentes i e kR so realizam
trocas entres as datas t e 7;

Mudanca liquida de consumo para o agente i resultante das duas transacoes:

Data Comj Comk Total

3 -3 0
T —4 4.2 0.2




Hipotese de nao arbitragem

As condicoes de troca sao tais que nao existe possibilidade de arbitragem para
qualquer agente.



Preco envolvido em uma troca

Se dois agentes entabulam uma troca de x; unidades de consumo na data t por x,
unidades de consumo na data 7, o preco associado a essa troca do consumo na
data t medido em unidades de consumo na data 7 &€ dado por

Xr
pt,T — Xt .
Empregando a mesma definicao, o preco do consumo na data = em unidades de

consumo da datat é
Xt 1
Prt = o



Concorréncia perfeita

Dizemos que os mercados estao em concorréncia perfeita quando:

+ Os agentes sao tomadores de preco: para quaisquer duas datas,te, a
quantidade x, a ser trocada por uma quantidade x; qualquer é determinada
pelo mercado e considerada pelos agentes como um dado, de tal sorte que o
preco associado a troca de x; unidades de consumo na data t por consumo
na data 7, ’)‘(—: é dado.

+ Os agentes agem como se pudessem realizar quantas vezes quiserem a
mesma transacao, eventualmente com agentes diferentes.
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Lei do preco iinico

Sejam duas datas quaisquer t e 7 e duas transacoes quaisquer envolvendo troca
de consumo entre essas duas datas. Sejam x; e x, as quantidades trocadas em
uma dessas transagoes, associadas, respectivamente, as dataste r e y; e y, as
quantidades trocadas na outra transacao associadas as mesmas respectivas
datas. Entao, assumindo as hipoteses de concorréncia perfeita, de nao arbitragem
e de auséncia de custos de transagao,
Xe _Yr

— = Pt,r-
Xt Vi
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Lei do preco unico: prova

Assuma que

Xt 78
Considere que um agente realize n vezes uma operacao na qual oferece x; na data
t e recebe em troca x, na data 7 e m vezes uma operagao na qual recebe y; na data
t e oferece y, na data . As variagoes liquidas de consumo desse agente serao:

Na data t: my; — nxy;
Na data : nx, — my,

Usando as defini¢oes de py e p, acima, o ganho na data 7 pode ser reescrito como
NpxXt — MPyYr = M(Px — Py)yt — Px(Myt — nxt)
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Lei do preco uinico: continuacao da prova

NpxXe — MpyYt = M(Px — Py)Ye — Px(Myt — nX¢)
Escolha m = m(n) = min{a € Z|ay: > nx;}, de tal sorte que m(n)x; — ny; > 0 e
m(n)xe — nyt < Y.
Escolha um valor de n tal que

m(n)(px — Py) > pPx(Vt) > px(myt — nxy).

Com esse valor de n e escolhendo m = m(n), ficamos com

Ganho na data t: my; — nx; > 0, pela definicao de m(n); e
Ganho nadata 7: m(n)(px — py) — px(myt — nx¢) > 0.

Logo, caso pyx > py, sera possivel realizar ganhos de arbitragem o que €
contraditorio com a hipotese de nao arbitragem.
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Relacdo entre precos

As hipoteses de nao arbitragem, mercados completos, auséncia de custo de
transacao e concorréncia perfeita também garantem que, para quaisquer datas, t,
q,er,

Pt.r = Pt,qPq,r-
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Assuma p - > ptqPg,- ENtao a combinacao das seguintes operagoes gerar um

ganho liquido de consumo p: . — pt gPq,- > 0 com manuten¢ao do consumo nas
outras datas:

. Vender uma unidade de consumo na data t em troca de p; 4 unidades de
consumo na data g;

. Vender pt 4 unidades de consumo na data g em troca de ptq X pg - unidades
de consumo na data 7;

. Vender pt 4 x pq,- unidades de consumo na data 7 em troca de

15



Assuma as hipoteses de auséncia de custo de transa¢ao, concorréncia perfeita e
nao arbitragem. Entao ha apenas um preco associado a transagoes envolvendo
duas datas, quaisquer que elas sejam. Considere duas datas quaisquer,te 7. A

taxa de juros associada a qualquer transagao entre essas duas transagoes é dada
por

1
it,’r - pg;t =1
Adicionalmente, as seguintes identidades podem ser provadas com facilidade:
it,T = iT,t

(1+ie)" "= (1 +irg) (1 +igr)" 9
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Numerario da economia

Como, para quaisquer datas t, q e 7, pt,- = pt,qPq,, € possivel determinar todos os
precos da economia a partir dos pre¢os do consumo em todas as datas expressos
em unidades de consumo de uma data especifica. A unidade de consumo nessa

data & chamada numerario. Por exemplo, se conhecermos

Po = (1,P1,0,P20,---,PT0),

entao, para quaisquer duas datas t e 7, podemos determinar p; -, usando a

expressao:
Pt.0

pT,O '
Nesse exemplo, o numerario € o consumo na data 0. Daqui para a frente,
usaremos a notacao abreviada p;: = px .

Pt,r =
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Numerario e taxa de juros

Do mesmo modo que podemos expressar todos os pre¢cos em termos do consumo
na data 0, também podemos expressar a taxa de juros entre duas datas em
termos das taxas de juros de cada uma dessas datas em relagao a data 0, usando

a expressao:

. 4ot . e
—t_ Pto _ {(1 +it,0) t} _ (M 4ize)™

14+ it’q— =p = : .
YT pro (T +ir0)" " (1+ iy o)%—f

Desse modo, também convencionaremos notar it = it o.
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Se a taxa de juros de um empréstimo a ser realizado hoje com pagamento nico
em 5 anos é de 5% ao ano e a taxa de juros a ser realizado hoje com pagamento
Unico em 2 anos é de 4,5% ao ano, calcule a taxa de juros de um empréstimo a ser
realizado em 2 anos com vencimento daqui a cinco anos.
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Restricao orcamentaria intertemporal

Considere um agente i com um vetor de dotagoes iniciais (W; g, Wi, ..., Wj¢).
Notemos por (Cjo,Cj1, .- -,Cj¢) O vetor de consumo obtido por esse agente apds a
realizagao de trocas ao preco de mercado e definamos, paratodot € {0,1,...,T}

Aci+ = Cjy — Wi Seja ainda Ac;j 4 a parte de Ac;; associada as trocas realizadas
por essa agente entre as datas t e g, de tal sorte que

T

Acl,t — Z Acht’q
q=0
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Restricao orcamentaria intertemporal (continuagao)

Se as trocas foram feitas de acordo com os precos po, p1, - - -, Pr, €ntao
ACitq = A = —PIp A ACigt =0
Citgq = —PqtACigt = _E Cigt = PtACjtq + Pq Cigt=V.

Somando essa igualdade para todos os pares de datas possiveis, obtemos

T T
Z Z (PtACit g+ PgACigt) =0
t=0 g=0
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Restricao orcamentaria intertemporal (continuagao)

T
t=0
T
t=0gq
T

] -

(PtACi ¢ q + PgACigt) =0

o
I
o

tAC:tq+ZquAclqt =0

thO

tACltq+ZquAclqt—0

thO

zAc,mzpquc,qt—o

I M" I M-.

,-+
- H - |
o o

Z ptACit + Z pqAciq =0
q=0

t=0
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Restricao orcamentaria intertemporal (continuagao)

T T
> ptAcii+ Y ptAci; =0
t=0 t=0
.
> piAciy =0
t=0
T T T
Z ptwit + Z PtAcit = Z PtWi
t=0 t=0 t=0

T T
Z pe(w; + ACi ;) = Z PtWi ¢
t=0

t=0

T T
Z ptCit = Z ptW; ¢
t=0 t=0
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Restricao orcamentaria intertemporal (continuagao)

T T
z PtCit = Z PtWi
t=0 t=0
O valor presente do consumo apos as trocas é igual ao valor presente da dotacao

inicial. Essa é a chamada restricao orcamentaria intertemporal.

Restricao orcamentaria em termos de valor presente:
T T

Gt Wit
IR L

t=0
Restricao orcamentaria em termos de valor futuro:

T .
(1+ :T (1+ir)"
Z o)t Cit = z; (1+ ir)t Uil
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Exemplo: 1 periodo 2 datas

Se a dotagao inicial do agente i for w; = (w; o, w; 1), sua restricdo orcamentaria
sera

Cio T P1,0Ciq1 = Wjg + P1oWij,.

Ou, notando a taxa de juros entre os dois periodos por r = m -1,

Essa é a restricdo orgamentaria expressa em valor presente.
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Exemplo (continuacgao)

r=-1 -1,

Se multiplicarmos dos dois lados por po1 = -1~ = 1+ r, obtemos a restricao

Pio
orcamentaria em valor futuro:
Po1€Cio + Ci1 = Po1Wjo + Wi 1.
Ou, em termos de r

(T+r)Cio+Ciqg=(T+r)W o+ W,
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Exemplo (continuacgao)

Ciq

)

(1+r)Cio+Cip=(+rw o+ w,

Resolvendo para ¢; : - .
esol P UL Linha de restricao orcamentaria

Cig=Wj1+ (14 r)(wio—Cip)-

1+f/ } Ci,O
p-w;
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Comparacao entre dotacgoes iniciais

Dizemos que uma dotagao inicial w; domina outra dotagao inicial w; aos pregos p
caso, para qualquer cesta de consumo atendendo a restricao orcamentaria
p - ¢j = p - wj, existe uma cesta de consumo ¢; > ¢; tal que p - ¢; < p - w;.

Se p-w; > p - w;, w; domina a dotagao inicial w;. Pois, para qualquer cesta de

bensp-c;=p-wjacestac; = gimcjétalquepci:p-w,-ec,->>cj.

Se w; domina wj, entdo comop-wW; =p-¢ > p-¢ =p- W,

Portanto, w; domina w; se, e somente se, p - w; > p - W;.
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Exemplo: w; domina w;
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Valor de um ativo

Seja um ativo que prometa gerar os fluxos de caixa fi, f>, .. ., fr nas datas
1,2,...,T e seja vendido pelo valor v na data 0.
Seja

h I 2+---+f7T,T
T+h  (1410y) (1+ir)
A variacao do valor presente da dotagao causada pela compra do ativo é vp — v.

Se v < vp, a compra do ativo acrescenta valor a dotacao inicial e, portanto,
resulta em uma dotagao que domina a dotagao original.

Vp = pao X fr+ P20 X fa+ -+ pro x fr=

Se v < vp, a venda do ativo acrescenta valor a dotagao inicial e, portanto, resulta
em uma dotacao que domina a dotagao original.

Portanto, assumindo-se a hipotese de nao argitragem, devemos ter v = vp.
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Exemplo: duas datas

Wio=3,Wj;=5€epipo=009.
O valor presente da dotacao inical é
Wio + P1oWiqs =3+5%x09=75.
Existe um ativo que prometa pagar 2,4 unidades de consumo na data 1.
O valor presente desse ativo é vp = 0,9 x 2,4 = 2,16.

Se o ativo for vendido a v = 1,5, entao, se o agente comprar o ativo, sua dotacao
passa a ser de w;, — v = 1,5 unidade de consumo na data 0 e w;, + 2,4 = 7,4
unidades de consumo na data 1.

O valor dessa nova dotagao € 1,5 + 0,9 x 7,4 = 8,16. Portanto, a nova dotagao
domina a dotagao original.
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Exemplo: ilustracao grafica

Ciq

LRO ap6s compra

LRO original

7.5
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