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Diversos modelos financeiros assumem que os investidores tem preferéncias
representaveis por uma funcao de utilidade u(u, o) na qual p € a esperanga matematica
da taxa de retorno sobre a riqueza e o € o desvio padrao dessa taxa de retorno.
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Diversos modelos financeiros assumem que os investidores tem preferéncias
representaveis por uma funcao de utilidade u(u, o) na qual p € a esperanga matematica
da taxa de retorno sobre a riqueza e o € o desvio padrao dessa taxa de retorno. Duas
hipoteses poderiam alternativamente justificar essa funcao de utilidade:

1. A funcao de utilidade de Bernouille tem a forma u(Y) = Y — bY?,b > 0 (implica ndo
monotonicidade e coeficiente de aversdo absoluta ao risco crescente); ou

2. Os rendimentos dos ativos que compoem a carteira de investimentos tém
distribuicao conjunta normal.



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?
Eu(V) =E (\? - b\"/z)



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?
Eu(V) =E (\? - b\"/z) — EV — bEV? (1)



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?
Eu(V) =E (\? - b\"/z) — EV — bEV? (1)

Var¥ = E [\?—E(\?)r



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?
Eu(V) =E (\? - b\"/z) — EV — bEV? (1)

Var ¥ = B[ - E(\?)]z —E [V - 27E(7) + EX(V)



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?
Eu(V) =E (\? - b\"/z) — EV — bEV? (1)

Var ¥ = B[ - E(\?)]z —E [V - 27E(V) + BX(¥)| =P - E*Y



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?

EY? = VarY + E2Y (2)



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?

EY? = VarY + E2Y (2)
Substituindo (2) em (1), chegamos a

Eu(Y) = EY — bE?*Y — bVarV¥



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?

EY? = VarY + E2Y (2)
Substituindo (2) em (1), chegamos a

Eu(Y) = EY — bE*Y — bVar ¥ = u(EY) — bVarV.



Funcgao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y)=Y - by?

EY? = VarY + E2Y (2)
Substituindo (2) em (1), chegamos a
Eu(Y) = EY — bE*Y — bVar ¥ = u(EY) — bVarV.

Ou seja, a utilidade esperada — Eu(Y) — é inteiramente definida pela riqueza esperada —
EY — e sua variancia — VarV.



Utilidade média variancia como aproximacgao

Sejam Y, a riqueza investida, ¥ a rentabilidade da carteira de investimentos, ¥ = (1+ )Yo,
F=FF, Y =EY = (14+T7)Y, e u(¥) a funcdo de utilidade da investidora.
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Utilidade média variancia como aproximacgao

Sejam Y, a riqueza investida, F a rentabilidade da carteira de investimentos, ¥ = (14 7)Y,
F=FF, Y =EY = (1+T7)Y, e u(Y) a funcdo de utilidade da investidora. Entdo, usando
uma série de Taylor de primeira ordem,

u7) % u(¥) + (7 = ) + =)
Assim, a utilidade esperada é
Eu(V) =~ E |u(Y) + (Y - V)u'(¥) + =0 u’(Y)
= u(V) + U (NEF — V) + UNZ(V)E(\? ¥y
=u(Y)+ u(v) Var ¥
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u"Yo(1+71)]
2

= ulYo(1 + )] + %éu”[Yo(T + )] VarF



Utilidade média variancia como aproximacgao

u"Yo(1+7)]
2
=ulYo(1+7)] + %u”[Yo(T +T)]Varf = v(u, o).

Emqueu=reoc=+vVarf.



Curvas de indiferenca para utilidade média variancia
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Rentabilidade e desvio padrao de
uma carteira com dois ativos



Carteira com dois ativos: notagao

f1eT, sao os retornos dos ativos 1 e 2 respectivamente;
T1eT, sao as esperancas desses retornos;
o1 e 0, Sa0 0s desvios padroes desses retornos;
o1, = 021 € a covariancia entre esses dois retornos;
Y, E o valor total do investimento;

w E a fracao do valor investido que foi usado na aquisicao do ativo 1, de tal
sorte que o valor investido no ativo 1 é wYy e 0 valor investido no ativo 2 é
(1 = W)YO



Carteira de dois ativos: retorno esperado

O valor obtido com a carteira de ativos ao final do periodo de investimento sera

F=(+R)xwYo+ (1+5) x (1—w)Ye = Yo[1+F + w(f — )]



Carteira de dois ativos: retorno esperado
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F=(1+R) xwYo+(1+R) x (1—w)Yo = Yo[1+F + w(F — ).

O valor esperado é
:E = YO[1 + Fz + W(I_H = I_’z)]
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Carteira de dois ativos: retorno esperado

O valor obtido com a carteira de ativos ao final do periodo de investimento sera

F=(1+R) xwYo+(14+F) x (1=w)Yo = Yo[1 +F, + w(F — )]
O valor esperado é

:E = YQ[1 + Fz —+ W(I_H = I_’z)]
O retorno é

~ F - L.
R=——-1=FhL+w(h-").
Yo

O retorno esperado é
R = I_’2 + W(Fj = I_’z)
A variancia do retorno é

Ué = W2012 + (- W)ZO'S +2w(1 — w)o,
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Ué = W2012 + (- W)20§ +2w(1 — w)o,



Carteira com dois ativos: variancia minima
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dog 2 2
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Carteira com dois ativos: variancia minima

Ué = W2012 + (- W)ZO'§ +2w(1 — w)o,

dog 2 2
W = 2WO’1 — 2(1 — W)UZ + 2(1 — 2W)O"|72
= 2[W(0’12 + 0'% = 20’172) = 0'% + 0'172]
d?o2

T 2(0? + 02 — 201,) = 2Var(l, — F,) > 0.

Portanto, para minimizar a variancia, basta fazer
Cf% — (7172

W(O'%“’-O'g—20"]72)—0'12“'0'172:ij: m
1 2~ <012



Carteira com dois ativos: variancia e rentabiliade esperada

R=r+w(r—1)

o = w?a? + (1—w)’03 + 2w(1 — w)o



Carteira com dois ativos: variancia e rentabiliade esperada

R=r+w(r—1)
o = w?a? + (1—w)’03 + 2w(1 — w)o

Assumindo Ty # I, resolvendo a 12 equagao para w e substituindo o resultado na
segunda equacao obtemos

on+0on =200 ,Ront+hon —on(h+h)y

2
Or = N S
(f1—"2)2 ("1—"2)2

- - - -
4 501 + 702 —2/’1/’20’12

(71— 7o)’



Carteira com dois ativos: variancia e rentabilidade esperada

A Gltima expressao do slide anterior pode ser transformada em

o3 B (R — a)? 1
VW(B-a?) B-a?
onde
o 0% + 1103 — op(Th 4+ T2)
0'12 + O’% — 201
5= 10 + o3 — 2hhoy
012 + 0% — 201y
e

- 012 + a% — 207
R (g v
Os possiveis pares (o, R) descrevem uma hipérbole com centro no ponto (0, @), eixo
transversal paralelo ao eixo de og, e vértices nos pontos (1/v(8 — a?),«) e

(=v(8 —a?),a).

1



Dois ativos:

desvio padrao e rentabilidade esperada

el

=1 a=Vy(B-a); b=+B-a?

e Ativo 1

(0,0)
® Ativo 2

o) o1 IR
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Dois ativos: desvio padrao e rentabilidade esperada

of (R—a)2:1; a=+vv(B-0); b=+B-a2
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Dois ativos: desvio padrao e rentabilidade esperada

ok (R—a)2:1; a= (B —-a?); b=+B—a?

el

n Ativo 1

(—a,c) & ¢ (a,a)
(05c)
¢} Ativo 2

IR
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Correlacao linear positiva perfeita

on+0on =200 ,Ront+hon —on(h+h)y
(fr —72)° (fr = 72)*

of =

+ T’%O’ﬂ + I_’120'22 — 2?17’20’12
S oW
(= 1)
Havendo correlacao linear positiva perfeita, oy, = 10,. Substituindo acima e
simplificando vem

= Thop—nho rh—r
Refoi—hoe  h—h

g1 — 0y o1 — 07

14



Correlacao linear perfeita positiva com7r, > 1, e oy > 0,

Rentabilidade

oy, O Desvio padrao

ho1=Thoy
T —o,




Correlacao linear perfeita positiva com7r, > 1, e oy < 0,

Rentabilidade

Ro1=hoy
01—

f

r

o1 lep) Desvio padrao



Correlacao linear negativa perfeita

on+0on =200 ,Ront+hon —on(h+h)y
(fr —72)° (fr = 72)*

of =

+ T’%O’ﬂ + I_’120'22 — 2?17’20’12
S oW
(= 1)
Havendo correlacao linear negativa perfeita, o1, = —0y0,. Substituindo acima e
simplificando vem

o+ oy I n—-rnr
o1+ 0y o1+ 0y

R:




Correlacao linear perfeita negativa

Rentabilidade

o140y
oqt+o)

)

T

g7 01

Desvio padrao



Desvio padrao, rentabilidade esperada e coeficiente de correlagao linear

Rentabilidade

p="1

07 o1 Desvio padrao
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Rentabilidade

p=—05

T
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Desvio padrao, rentabilidade esperada e coeficiente de correlagao linear

Rentabilidade

p="1

/

07 o1 Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e um ativo com risco

) o +on—20
UR =

5 r Moy — M+1)s
0 R2_22011+1¢i22 _0122(1-&- Z)R
(h—T) (h=12)

7%0'11 + I_’120'22 — 27’17’20’12
- =32
(fh—1)

Se 0 ativo 2 é livre de risco, o1, = 0 = 0. Substituindo acima e simplificando vem

= -, h—n
R=r+

OR.
1

20



Um ativo livre de risco e um ativo com risco

Rentabilidade

oz Desvio padrao
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O conjunto eficiente ou a fronteira eficiente

Rentabilidade
Fronteira de

variancia minima
(FVM

0 o1 Desvio padrao
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O conjunto eficiente ou a fronteira eficiente

Rentabilidade

Fronteira eficiente

0 o1 Desvio padrao
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Rentabilidade e desvio padrao de
uma carteira com diversos ativos




Carteira com diversos ativos: notacao

f; rentabilidade do ativo i, i =1.2,...,n;
r; rentabilidade esperada do ativo;
o; desvio padrao da rentabilidade do ativo J;
ojj covariancia entre as rentabilidades dos ativos i e j, i,j =1,2,...,n.
w; participagao (em valor) do ativo i na carteira de investimentos;
R rentabilidade da carteira de ativos;
R restabilidade esperada dessa carteira;
or desvio padrao dessa rentabilidade.

23



Carteira com diversos ativos: indicadores de rentabiliade e risco

Rentabilidade esperada

n
R = Z W,'I_','
i=1

Variancia
011 012 ... O1p W1
5 021 022 ... O3np W»
ORp = |:W‘\ W» Wn:|
On1 Op2 ... Opn Wn

24



Variancia

ORR= W12(711 +WiWp0o12 . .
+WaWyo214+ Wi022 ..
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Variancia
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Variancia

ORR= W—%O”H +WiWp0o17 +. . . +WWjoq +. .
+WoWqop1+ W%O’zz +. . FWWiopi+. .

+ WiWqojq + WiWooi, + @ + WIZO',',' =+

FWnpW1on 1+WpWoopo+. . .+WpWioy i+

O0RR

ow, = 2W10qj + 2Wh05; . . . + 2Woji

AWiWpo
AWoWnoon

+WiWnoon

. W,%O’n,»,

25



Variancia
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Variancia

ORR= W—%O”H +WiWoo12 +. . .+ WWioq+. . .+Wi\Whop
+WoWqop1+ W%O’zz +. . FWWiopi+. . . AWoWhoo g

+ WiWi0iq + WiWa0ip + 1+ Wioji + 1 FWiWpoan

FWp W10 1+WnWaan 2. . AW W0y 4. . .+ Wiann

O0RR

= 2W104j 4+ 2W705i . .. + 2Wioji + ... + 2Whop;
8W,‘

25



Variancia

ORR= W—%O”H +WiWoo12 +. . .+ WWioq+. . .+Wi\Whop
+WoWqop1+ W%O’zz +. . FWWiopi+. . . AWoWhoo g

+ WiWi0jq + WiWa0ip + 1+ Wioji 4 1 FWiWnoag

FWp W10 n 1 +WnWadn 2. . A WpWjoy it . .+ Wiann

O0RR

n
oW, = 2W10qj + 2Wp09; . .. + 2Wjoji + ... + 2Wphop = 2ZW}UJ,'

j=1
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A baixa informatividade da variancia de um ativo

00R !
W = 2ZW}'0','}' =2 | Wioji + ZW/UU

: j=1 j#i
Em uma carteira bem diversificada, w; é pequeno e, portanto, a variancia do ativo i
explica muito pouco do impacto desse ativo sobre a variancia da carteira de
investimentos. Ja o termo >_j+i Wjoij tem impacto mais significativo, pois, apesar de os
w;'s também serem pequenos, eles aparecem n — 1 vezes.
Isso indica que o impacto de um ativo sobre o risco de uma carteira bem diversificada
depende fundamentalmente de como esse ativo covaria com 0s outros e muito pouco da
variancia desse ativo.
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Carteira de variancia minima

O problema
Minimizar
n n
2
Or = Z Z e
i=1 j=1

Sujeito a restricao
n

ZW,’ZT

i=1

27



Carteira de variancia minima

O problema
Minimizar
n n
2
Or = Z Z e
i=1 j=1

Sujeito a restricao
n

ZW,’ZT

i=1

Lagrangeano

Z= ZZW,W,U,, + A (Z w; — 1)

i=1 j=1
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Carteira de variancia minima

Condicoes de 12 ordem

0L
8vv,~

n
:O:>ZZW)-J,-,-+/\:O
=1

0L -
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Carteira de variancia minima

Condicoes de 12 ordem em notagao matricial

20’11
2071

2001
1

2012
2022

2002
1

2U1n
20’2ﬂ

2o m

1

Am

1 W1 0
1 W» 0
1 Wy 0
0 A 1
N
Zn bm

29



Carteira de variancia minima

Condicoes de 12 ordem em notagao matricial

20011 2012 ... 201p 1 W1 0

20017 2039 ... 209, 1 W» 0

2001 20n2 ... 20nn 1 Wy 0

1 1 1 0 A 1
—.—

Am Zm bm

Solucao
Zm = A%’I bm
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Carteira de variancia minima condicionada

O problema
Minimizar

n n
2
Or = ZZW«'WJUU

=1 j=1

Sujeito as restricoes

n n
ZW,'=18 ZW,‘I_’,'::Q
i=1 i=1
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Carteira de variancia minima condicionada

O problema
Minimizar

n n
2
Oop = ZZW(W]O’U

=1 j=1

Sujeito as restricoes

n n
ZW,'=18 ZW,‘I_’,'::Q
i=1 i=1

Lagrangeano

£=3" wiwoy 42 (Z - R> . (Z e 1>

=1 j=1
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Carteira de variancia minima condicionada

Condicoes de 12 ordem

0L
0 Wi

n
:O:>ZZW}'O'U+)\1I'_?+>\2:O
j*1

a)W_O:sZW,r, R=0 a—)\z_O:sZW,_1
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Carteira de variancia minima condicionada

Condicoes de 12 ordem em notagao matricial

-20'11 2012 ... 201n I_’j 1 -W1_ 0
20017 20929 ... 209n I_’z 1 W» 0
2001 2007 ... 2000 T 1| |wa| |0
7 .. Ta 0 Of N R
L 1 1 1 0 0] [A] 11
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Carteira de variancia minima condicionada

Condicoes de 12 ordem em notagao matricial

-20'11 2012 ... 201n I_’j 1 -W1_ 0
20017 20929 ... 209n I_’z 1 W» 0
2001 2007 ... 2000 T 1| |wa| |0
7 .. Ta 0 Of N R
L 1 1 1 0 0] [A] 11
—— =

A z b

Solugao
z=A"b.
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Propriedades da fronteira de variancia minima

Sejam by = (0,...,0,Rq,1), by = (0,...,0,Rp, 1), € 24 € 2, tais que
—A_1ba e Zp :A_1bb.

Os primeiros n componentes dos vetores z, e zp, Wy € Wp, SA0 as carteiras de variancia
minima associadas as rentabilidades esperadas R, e Rp, respectivamente. Para qualquer
a € R, multiplicando a primeira igualdade acima por « e a segunda por 1 — «, e somando
as duas, obtemos

azg+ (1—a)zy = A [abg + (1 — a)by]

Como
abg 4+ (1—a)by = [0,--+,0,aRq + (1 — a)Rp, 1]

concluimos que a carteira de menor variancia dada a rentabilidade esperada
aRq + (1— a)Ry & formada pelos os primeiros n componentes do vetor az, + (1 — @)z, e,
portanto é igual a awg + (1 — a)wy.
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Propriedades da fronteira de variancia minima

Qualquer combinacao afim de duas carteiras de investimento sobre a fronteira de
variancia minima também é uma carteira de investimentos sobre a fronteira de variancia
minima.

Se w, € uma carteira de variancia minima a rentabiliade esperada R, e wy, € uma carteira

de variancia minima a rentabiliade esperada Ry, entao, a carteira para qualquer R,
fazendo v = g%, a carteira awg + (1 — a)wp, & uma carteira de variancia minima
=

associada a rentabilidade esperada R e sua varianicia pode ser calculada com a formula

o2 =l + (1— a)’o} + a(1 — a)og.

Na qual

oa =WIAW,, of =WJAW,, e o5 =W]Aw,.
Qualquer ponto sobre a FVM pode ser obtido a partir de uma combinacao afim de duas
carteiras sobre essa fronteira. O grafico da FVM é uma hipérbole concava a direita.
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A carteira zero-beta

Considere duas carteiras wy, e wy sobre a fronteira de variancia minima, com Ry, # Ra.
Considere agora a carteira w, = amg, + (1 — a)w,, sendo que o € uma constante real
qualquer. A covariancia entre a rentabilidade da carteira w,, e a carteira wy, é
0a,m = Cov aRm + (11— oz)l?a, Rl = aCov(I??m, .‘N?m) +(1—a) Cov(f?m, lia)
=aomm + (1 — a)ogm

O valor de o que faz com que essa covariancia seja nula é

Tam
Oam _ omm

T Oam
Oam — Omm o =1

Qom =
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A carteira zero-beta (continuacao)

Gam
Oam Timm
Oam __ ’I
Omm
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A carteira zero-beta (continuacao)

Tam
Oam _ Omm
Tam
Oam — Omm e 1

Qom =

Arazao Ze & chamada de beta da carteira wo em relacao a carteira w, e € notada por

J
Pam-
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A carteira zero-beta (continuacao)

Tam
a _ Oam _ Tmm o Bma
" T Zm T Bug— 1

Oam — Omm o

Arazao Ze & chamada de beta da carteira wo em relacao a carteira w, e € notada por

J
Pam-
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A carteira zero-beta (continuacao)

Tam
a _ Oam _ Tmm o Bma
" T Zm T Bug— 1

Oam — Omm o

Arazao Ze & chamada de beta da carteira wo em relacao a carteira w, e € notada por

J
Pam-

Facamos
Wom = aomWm + (1 - Oéom)Wa
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A carteira zero-beta (continuacao)

Tam
a _ Oam _ Tmm o Bma
" T Zm T Bug— 1

Oam — Omm o

7 & chamada de beta da carteira wq em relagao a carteira w, e € notada por

A razao
g
‘f"sm.

(

Facamos
Wom = aomWm + (1 - Oéom)Wa

Como, por construcao, oom = 0, entao Bom = 0. Por essa razao, a carteira wom € chamada

de carteira zero-beta da carteira wy,.
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A carteira zero-beta (continuacao)

Tam
a _ Oam _ Tmm o Bma
" T Zm T Bug— 1

Oam — Omm o

7 & chamada de beta da carteira wq em relagao a carteira w, e € notada por

A razao
g
‘f"sm.

(

Facamos
Wom = aomWm + (1 - Oéom)Wa

Como, por construcao, oom = 0, entao Bom = 0. Por essa razao, a carteira wom € chamada

de carteira zero-beta da carteira wy,.
Note que, como, W, € Wy, estao sobre a FVM, w,,, também esta sobre essa fronteira.
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Inclinacao da fronteira de variancia minima

Considere uma carteira wy, localizada sobre a FVM com rentabilidade esperada R, e
desvio padrao o, € uma outra carteira de investimentos qualquer w, com rentabilidade
esperada Ry, e desvio padrao oy,

Considere a carteira de investimentos w, = awy, + (1 — a)w,. O desvio padrao dessa
carteira é dado por

Op = \/azarzn + (1= a)?0p + 2a(1 — a)opm (4)

Se quisermos fazer com que a rentabilidade esperada dessa carteira seja R, devemos
escolher o

R—R,

o= = =

Ra - Rb

Entao , ,
do, do, da ach, — (1—a)op + (1 —2a)opm

o= = (5)
dR da dR (Rm — Rb)\/aza%n + (1= a)’0p + 2a(1 — &)opm

37



Inclinacao da fronteira de variancia minima (continuagao)

Seja o(R) a funcao que descreve o desvio padrao da carteira de variancia minima
condicionada a rentabilidade esperada R.
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Inclinacao da fronteira de variancia minima (continuagao)

Seja o(R) a funcdo que descreve o desvio padrao da carteira de varidncia minima
condicionada a rentabilidade esperada R.

Por definicao, para qualquer valor de R,

UQ—U(,‘_?) >0 (6)

38



Inclinacao da fronteira de variancia minima (continuagao)

Seja o(R) a funcao que descreve o desvio padrao da carteira de variancia minima
condicionada a rentabilidade esperada R.

Por definicao, para qualquer valor de R,
O — O (:‘_?) >0 (6)

No caso particular em que R = Ry, a (R) = 1¢, portanto, o, (R) — o (R) = 0. Isso significa
que a funcao a esquerda de (6) atinge valor quando Ry,.
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Inclinacao da fronteira de variancia minima (continuagao)

Seja o(R) a funcdo que descreve o desvio padrao da carteira de varidncia minima
condicionada a rentabilidade esperada R.

Por definicao, para qualquer valor de R,
O — O (:‘_?) >0 (6)

No caso particular em que R = Ry, a (R) = 1¢, portanto, o, (R) — o (R) = 0. Isso significa
que a funcao a esquerda de (6) atinge valor quando R,,. Portanto, nesse ponto, deve ser
atendida a condicao de primeira ordem

do (R
o (_m) _ CkL_O& 7)
dR dR
Ou usando (5), se notando que, quando R = Ry, a =1,
da(f_?m) B 02 — Obm = 2 1— Bom

— — — Om= Y Om= —
dR (Rm —Rp)om  "Rm—Ry  "Rm—Rp
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Interpretacao grafica

FVM [0 = o(R)]

Rm Carteira m
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Interpretacao grafica

FVM [0 = o(R)]

Rm , Carteira m

Ry T Carteira zero beta de m
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Interpretacao grafica

FVM [0 = o(R)]

e Carteira b

Rm , Carteira m

Ry T Carteira zero beta de m
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Interpretacao grafica

R . _
FVM [0 = o(R)]
(Fm) ; 1‘ Ve
- Carteira b
Rm , Carteiram
Ro £ Carteira zero beta de
o
am
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Inclinacao da fronteira de variancia minima e a carteira zero-beta

Aplicando a formula (8) a carteira zero-beta da carteira m vem

dO’a (Rm> . j - Bo_m Om (9)

dR "Rm—R, Rm—R,

Combinando (8) e (9), chega-se a
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Inclinacao da fronteira de variancia minima e a carteira zero-beta

Aplicando a formula (8) a carteira zero-beta da carteira m vem

dO’a (Rm> . j - Bo_m Om (9)

dR "Rm—R, Rm—R,

Combinando (8) e (9), chega-se a

Resolvendo para Ry, obtém-se

"_?b = Ro + Bbm (/'_?m - /'_?om) (10)

40



O modelo CAPM zero-beta, ou
modelo CAPM de Fischer Black




n ativos, L investidores.

e =(9¢1,9¢2,---,Ge,n)-

A quantidade total de ativos no mercado € notada por qm = (dm1, m2; - - - s Gm,n)-
p = (p1,p2,---,Pn) € 0 vetor de pregos dos ativos.

Yo=Y, PiGe

Yim = 3201 Piim,

Wy = p’q“ Wy = (W1, We o, ..., Wen)

Wi = 2020 Wy = (Win1, Win 2, - - -, Wi p).
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Condicao de equilibrio

O mercado estara em equilibrio caso, para todo bem i
Qi+ Qi+ -+ Ami=qm,
Multiplicando dos dois lados por p;,

PiGa,i + PiGz; + -+ + Piqi = PiGm,i (1)

Somando para todos os ativos,

n n n n
Z piai + Z PiGz,i+ -+ Z piqr,i = Z Pidm,i
i=1 i=1 i=1 i=1

Yi+ Yo+ Y=Yy
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Condicao de equilibrio

Dividimos os dois lados de (11) por Y., e multiplicamos e dividimos cada termo i do lado
esquerdo por Y; para obter
Y1 PiGm,i _ Pidm,i

Y1 PiGri . Y2 PGy B
Yo Yi Yoo Y5 - - Y Y. - Vi

Ou, chamando s, = Yy /Yy, € lembrando que wy; = p;qyi/Ye,
SIWqj 4= SoWy j 4= -+ - + SIW j = Wy j
Como, em equilibrio, a equacao acima é valida para todo ativo i,
SIWq + SoWo + -+ - + SIW = Wiy

Note que, como em equilibrio Yy +Y, + -+ Y, = Ym, S1+ S, +--- + 5, = 1. Portanto, em
equilibrio, a carteira de mercado € uma combinacao convexa das carteiras demandadas
pelos investidores.
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- Modelo de um Unico periodo.

- Todos investidores estimam as mesmas rentabilidades esperadas e a mesma matriz
de covariancia para os ativos existentes;

- Todos investidores sao capazes de vender a descoberto em quantidades ilimitadas e
sem custo qualquer ativo da economia;

- Todos investidores demandam carteiras de investimento sobre a fronteira eficiente;

- O mercado encontra-se em equilibrio.

A



CAPM zero-beta: conclusoes

Pela condicao de equilibrio, a carteira de mercado € uma combinacao convexa das
carteiras individuais.

Pela hipotese de que os investidores demanda carteiras sobre a fronteira eficiente, a
carteira de mercado também deve encontrar-se sobre a fronteira eficiente.

Portanto, podemos aplicar a condicao (10) para descrever a relacdo entre a rentabilidade
esperada de qualquer ativo e a carteira de mercado. Mais especificamente, se R, € a
rentabilidade esperada de uma carteira zero-beta da carteira de mercado e ; &€ o beta de
um ativo ou carteira i qualquer em relacao a carteira de mercado. A rentabilidade desse
ativo sera dada por

F,‘Z/'_?o—l—ﬂ,'(/'_?m—éo).
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Linha de mercado

__— Linha de mercado
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Linha de mercado

__— Linha de mercado
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Linha de mercado

__— Linha de mercado
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Linha de mercado

__— Linha de mercado
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Linha de mercado

__— Linha de mercado
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Linha de mercado

__— Linha de mercado
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O modelo CAPM de Sharpe e
Lintner




- Modelo de um Unico periodo.

- Todos investidores estimam as mesmas rentabilidades esperadas e a mesma matriz
de covariancia para os ativos existentes;

- Todos investidores sao capazes de tomar emprestado e emprestar usando um ativo
livre de risco;

- Todos investidores demandam carteiras de investimento sobre a fronteira eficiente;
- O mercado encontra-se em equilibrio.
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A logica do modelo

Vamos dividir a escolha do investidor em duas etapas:

Na primeira, ele escolhe em que proporcoes quer investir nos ativos com risco. Em outras
palavras, ele compoe uma carteira de ativos composta apenas de ativos com risco.

Na segundo etapa, ele monta uma carteira de investimento combinando a carteira de
ativos com risco com o ativo livre de risco.
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
FVM para ativos com risco

Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
FVM para ativos com risco

Ra

oa Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
FVM para ativos com risco

Ra

oa Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
FVM para ativos com risco

OB oa Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
FVM para ativos com risco

OB oa Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
FVM para ativos com risco

Om 0B oa Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
FVM para ativos com risco

Rm Carteirg de risco 6tjma

Rm —Re

om

Om 0B oa Desvio padrao
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Objetivo

Maximizar
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Objetivo

Maximizar

atendendo a restricao
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Objetivo

Maximizar

atendendo a restricao
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Objetivo

Maximizar

atendendo a restricao

Lagrangeano

n = n
i wiri —R
PSS Ll SIS |
n n :
Dz 2ojr Wi i=1
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Condicoes de primeira ordem
T (S wiTi — Ry) S Wigir
3

n n 3
\/Zi:1 Zj:W WiWjoij (ZIU:W Zjn:/' W,'W,'O','j) ’

n
ZW,‘ =N
=1

+A=0
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Condigoes de primeira ordem em notagao matricial
F(W'QW) ™2 — (W'F — Re)(WQW) QW + A1 =0

w1—-1=0
Em que

- T é 0 vetor das rentabilidades esperadas dos ativos;
- W € o vetor de pesos dos ativos;
- Q é a matriz de covariancia dessas rentabilidades;

- 1é um vetor com todos os n elementos iguais a 1.
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Solucao
971(f = Rf : 1)

YIS E—R )
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Encontrando a carteira de risco 6tima

Solucao
Q(r—Rs-
W (F—Re-1)
QY (F—Rf-1)
Ou, em outra notagao,
> Qi (T = Ry)
Wk

YL L QS (R = Ry)
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Condicao de tangéncia

Rentabilidade

Fronteira de
variancia minima

ﬁm—Rf
om

Om oj Desvio padrao
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Condicao de tangéncia

Rentabilidade

Fronteira de
variancia minima

ﬁm—Rf
om

Om oj Desvio padrao
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Condicao de tangéncia

Ainclinacao da curva azul é
Rm — Ry
om

55



Condicao de tangéncia

Ainclinacao da curva azul e

Rm — Rf

om
Ainclinacao da curva laranja é B B
Rm — Ri

oml — B
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Condicao de tangéncia

Ainclinacao da curva azul e

Rm — Rf
om
Ainclinacao da curva laranja é B
Rm — Ri
oml — B

Como as duas inclinagoes sao iguais,

Ou, resolvendo para rj,
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0 modelo CAPM — Equilibrio

Todos investidores visualizam a mesma fronteira eficiente para os ativos com risco.
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0 modelo CAPM — Equilibrio

Todos investidores visualizam a mesma fronteira eficiente para os ativos com risco.

Todos investidores demandam a mesma carteira de ativos com risco, embora possam
combinar essa carteira com o ativo livre de risco em proporcoes diferentes — todos
investidores estimam a mesma fronteira eficiente conhecida como linha de mercado de
capitais;
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0 modelo CAPM — Equilibrio

Todos investidores visualizam a mesma fronteira eficiente para os ativos com risco.

Todos investidores demandam a mesma carteira de ativos com risco, embora possam
combinar essa carteira com o ativo livre de risco em proporcoes diferentes — todos
investidores estimam a mesma fronteira eficiente conhecida como linha de mercado de
capitais;

No equilibrio, a carteira de risco demandada pelos investidores é a carteira de mercado,
isto &, se g; e p; sao respectivamente a quantidade existente no mercado e o preco do
ativo i, o peso desse ativo na carteira de equilibrio sera

_ __ b
ZF:W p;a;

i
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Linha de mercado de capitais

Rentabilidade

Linha de mercado ~ Fronteira de
de capitais variancia minima

Rm — Ry
oam

Om Desvio padrao
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Significado do

Considere uma carteira que combine o ativo i com a carteira de mercado, com pesos «
para o ativo i e 1— « para a carteira de mercado. Seu variancia é
o = ol + (1 - a)’02 +2a(1 — a)oim.

o T

O impacto marginal do ativo i sobre a variancia da carteira de mercado é dado pela
derivada dessa variancia em relacao a « calculada em o = 0:
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Significado do 3

Considere uma carteira que combine o ativo i com a carteira de mercado, com pesos «
para o ativo i e 1— « para a carteira de mercado. Seu variancia é

o = ol + (1 - a)’02 +2a(1 — a)oim.

o T

O impacto marginal do ativo i sobre a variancia da carteira de mercado é dado pela
derivada dessa variancia em relacao a « calculada em o = 0:

2
dos,

T = [2a0? = 2(1— a)op, + (2 — 4)oi ]
a

a=0
a=0
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Significado do 3

Considere uma carteira que combine o ativo i com a carteira de mercado, com pesos «
para o ativo i e 1— « para a carteira de mercado. Seu variancia é

o = ol + (1 - a)’02 +2a(1 — a)oim.
O impacto marginal do ativo i sobre a variancia da carteira de mercado é dado pela
derivada dessa variancia em relacao a « calculada em o = 0:

2
dos,

T = [2a0? = 2(1— a)op, + (2 — 4)oi ]
a

a0 — 2(0'/',m - O'rzn)

a=0
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Significado do 3

Considere uma carteira que combine o ativo i com a carteira de mercado, com pesos «
para o ativo i e 1— « para a carteira de mercado. Seu variancia é

o = ol + (1 - a)’02 +2a(1 — a)oim.

o T

O impacto marginal do ativo i sobre a variancia da carteira de mercado é dado pela
derivada dessa variancia em relacao a « calculada em o = 0:

2
dos,

T = [2a0? = 2(1— a)op, + (2 — 4)oi ]
a

= 2(0im — o,zn)

=202, <U’?2m - 1)
Om

a=0
a=0
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Significado do 3

Considere uma carteira que combine o ativo i com a carteira de mercado, com pesos «
para o ativo i e 1— « para a carteira de mercado. Seu variancia é

o = ol + (1 - a)’02 +2a(1 — a)oim.

o T

O impacto marginal do ativo i sobre a variancia da carteira de mercado é dado pela
derivada dessa variancia em relacao a « calculada em o = 0:

2
dos,

T = [2a0? = 2(1— a)op, + (2 — 4)oi ]
a

= 2(0im — o,zn)

=20, <‘2’?2'” - 1) =28 -1

m

a=0
a=0
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Significado do 3

Considere uma carteira que combine o ativo i com a carteira de mercado, com pesos «
para o ativo i e 1— « para a carteira de mercado. Seu variancia é

o = ol + (1 - a)’02 +2a(1 — a)oim.

o T

O impacto marginal do ativo i sobre a variancia da carteira de mercado é dado pela
derivada dessa variancia em relacao a « calculada em o = 0:

2
dos,

T = [2a0? = 2(1— a)op, + (2 — 4)oi ]
a

= 2(0im — o,zn)

= 207, (""’” —1> =2(6-1)

2
Om

a=0
a=0

Portanto, na margem, o ativo i aumenta, diminui ou nao afeta o risco de mercado caso,
respectivamente 8 > 1, 5; <1ou 5 = 1.

58



Significado do 3

Se B > 1, a carteira de mercado tem seu risco reduzido com uma reducao da participagao
do ativo i. Para que essa reducao nao ocorra, a rentabilidade esperada desse ativo
precisa ser maior que a rentatibilidade esperada da carteira de mercado.

59



Significado do 3

Se B > 1, a carteira de mercado tem seu risco reduzido com uma reducao da participagao
do ativo i. Para que essa reducao nao ocorra, a rentabilidade esperada desse ativo
precisa ser maior que a rentatibilidade esperada da carteira de mercado.

Se fB; < 1, a carteira de mercado tem seu risco reduzido com uma maior participacao do
ativo i. Para que esse aumento de participacao nao ocorra, a rentabilidade esperada
desse ativo precisa ser menor que a rendatibilidade esperada da carteira de mercado.
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Significado do 3

Se B > 1, a carteira de mercado tem seu risco reduzido com uma reducao da participagao
do ativo i. Para que essa reducao nao ocorra, a rentabilidade esperada desse ativo
precisa ser maior que a rentatibilidade esperada da carteira de mercado.

Se fB; < 1, a carteira de mercado tem seu risco reduzido com uma maior participacao do
ativo i. Para que esse aumento de participacao nao ocorra, a rentabilidade esperada
desse ativo precisa ser menor que a rendatibilidade esperada da carteira de mercado.

Se j =1, a carteira de mercado tem seu risco inalterado com variagoes marginais da
participacao do ativo i. Para que a demanda desse ativo sao seja superior a sua oferta, é
necessario que sua rentabilidade esperada seja igula a rentabilidade esperada da
carteira de mercado.
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A linha de mercado (de titulos)

E(Ri)
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