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Utilidade media variancia



Utilidade média variancia

Diversos modelos financeiros assumem que os investidores
tem preferéncias representaveis por uma funcao de utilidade
u(u, o) na qual u € a esperanca matematica da taxa de retorno
sobre a riqueza e o é o desvio padrao dessa taxa de retorno.
Duas hipoteses poderiam alternativamente justificar essa
funcao de utilidade:

1. A funcao de utilidade de Bernouille tem a forma
u(Y) =Y —bY% b > 0 (implica nao monotonicidade e
coeficiente de aversao absoluta ao risco crescente); ou
2. Os rendimentos dos ativos que compoem a carteira de
investimentos tém distribuicao conjunta normal.



Funcao de utilidade quadratica e utilidade média varianica

u(Y) =Y —by?
Eu(V) =E (\? - b\?z) = EY — bEY? (1)
Var? = B[V~ £(7)] = E [ - 27E(7) + E(V)] = EP> - E?Y
EY? = Var Y + E2Y (2)
Substituindo (2) em (1), chegamos a
Eu(Y) = EY — bE2Y — bVar Y = u(EY) — bVarV.

Ou seja, a utilidade esperada — Eu(Y) — € inteiramente
definida pela riqueza esperada — EY — e sua variancia — Var V.



Utilidade média variancia como aproximacao

Sejam Yy a riqueza investida, F a rentabilidade da carteira de
investimentos, ¥ = (1+F)Yo, T = Ef, Y = EY = (14+7)Yg e u(Y)
a funcao de utilidade da investidora. Entao, usando uma seérie
de Taylor de primeira ordem,

u(V) = u¥Y)+ (Y =VU'(Y) +

Assim, a utilidade esperada &

Eu(Y) ~E |u(Y) + (Y = V)U'(V) +




Utilidade média variancia como aproximacao

Eu(Y) ~ u(Y) + u”éy) Var ¥

u"[Yo(1+7)]
2

= U[Y0(1 +?)] + Var Y0(1 + F)

= ulYo(1+7)] + yzgu"[vom )] VarF = oy, o).

N

Emquepu=reoc=+vVar



Curvas de indiferenca para utilidade média variancia
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Rentabilidade e desvio padrao de
uma carteira com dois ativos



Carteira com dois ativos: notacao

f1 e, sao os retornos dos ativos 1 e 2 respectivamente;
r1eT, Sa0 as esperancas desses retornos;
o1 e o, Sao 0s desvios padroes desses retornos;
017 = 021 € a covariancia entre esses dois retornos;
Yo E ovalor total do investimento;

w E afracdo do valor investido que foi usado na
aquisicao do ativo 1, de tal sorte que o valor
investido no ativo 1 & wYy e o valor investido no
ativo 2 € (1—w)Yo.



Carteira de dois ativos: retorno esperado

O valor obtido com a carteira de ativos ao final do periodo de
investimento sera

F= (1 —I-INH) X WYy + (1 —F?z) X (1 = W)Yo = Yo[T +7 —I—W(IN’1 —Fz)].
O valor esperado &
F= Y0[1 + 1+ W(ﬂ —?2)].

O retorno é

- F . ..
R:——1:r2+w(r1—r2).
Yo
O retorno esperado &
E = 72 —+ W(ﬂ — 72).
A variancia do retorno é

UZR = W2012 + (- W)zag +2w(1 —w)oq



Carteira com dois ativos: variancia minima

UZR = W2012 + (- W)zag +2w(1 — w)oq

dO’ZR 2 2
W = 2WO’1 — 2(1 — W)Uz + 2(’I - 2W)O-172
= 2[w(o} + 03 — 2012) — 0% + 01
d?o?
dsz = 2(012 + 0'% — 20172) = 2V3r(F1 - ?2) > 0.

Portanto, para minimizar a variancia, basta fazer

2

2 2 2 07 — 012

W(O'1+O'2*20"|72)*O'1+O"|72:O:>W: 5 22 ]
o + 05 — 201



Carteira com dois ativos: variancia e rentabiliade esperada

R :?2 —+ W(ﬂ —?2)

o = w?ol + (1—w)?03 +2w(1 — w)or2

Assumindo 7 # T, resolvendo a 12 equacao para w e
substituindo o resultado na segunda equacao obtemos

, _ontop—2omz hon+hop—on(f+n)s
UR = — =2 R —2 — — R
(M —") (M—")
ron + rio2 — 21101

(F1 — T2)?
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Carteira com dois ativos: variancia e rentabilidade esperada

A Gltima expressao do slide anterior pode ser transformada em

2 B 2
OR _(R—a) —1
1(B—a?) B-a
onde o o
05 + o5 — op(f +12)
012 + 0’% - 20’12
5 . F%U% +7120'§ = 2?1720’12
0'12 —|—J§ — 2071
e

0'12 + O'% - 20’12

(T —T12)?
Os possiveis pares (o, R) descrevem uma hipérbole com
centro no ponto (0, «), eixo transversal paralelo ao eixo de og,

e véertices nos pontos (1/v(8 — a?),a) e (—v/v(B8 — a?), a).

n



Dois ativos: desvio padrao e rentabilidade esperada
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Dois ativos: desvio padrao e rentabilidade esperada

Rentabilidade
w > 1

0<w <1

I~

o2 01 Desvio padrao
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Correlacao linear positiva perfeita

,  ontop—2opz hon+hop—on(fh+n)s
op = N TIRZONR_ koA R
(ﬁ-fz) (fw—f2)
rson +ryo — 2o
—
(=)

Havendo correlacao linear positiva perfeita, o1 = o107.
Substituindo acima e simplificando vem
o1 —ro ri—r
201 102 + 1 2

R= OR
o1 — 0y o1 — 0y
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Correlacao linear perfeita positiva com7; > 7, € oy > 0,

Rentabilidade

0, 01 Desvio padrao
ryo1-Noy
O"I—(J'z

15



Correlacao linear perfeita positiva com7, > 7, € 0y < 0,

Rentabilidade

Ro1—Moy
o1 —0n
I

2

01 02 Desvio padrao



Correlagao linear negativa perfeita

5 onton—2m= _Non+Ton—op(f+7)s
oh=———"FR -2 L R
(r—T12) (ry—12)
rson +ryo — 2o
=K
(f1—12)
Havendo correlacao linear negativa perfeita, o1 = —o10.

Substituindo acima e simplificando vem

5 _hov+Trhoy  T1—n
R = + OR.
o1+ 0y o1+ 03




Correlagao linear perfeita negativa

Rentabilidade

I

Tyoq+T10)
o1+0)

r

T

oy 07 Desvio padrao




Desvio padrao, rentabilidade esperada e coeficiente de corre-

lagao linear

Rentabilidade

0y 01 Desvio padrao
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Um ativo livre de risco e um ativo com risco

» onton—2oms2 Ton+Tion—op(f+7)s
O'R: — — R —2 — ) R
(" —T12) (fh —T12)
f2011+r1022—2r1r2012
- — 2
(" —T132)

Se 0 ativo 2 é livre de risco, o1» = 09> = 0. Substituindo acima e
simplificando vem
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Um ativo livre de risco e um ativo com risco

Rentabilidade

01 Desvio padrao
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0 conjunto eficiente ou a fronteira eficiente

Rentabilidade

Fronteira de
Hronteira eficiente
ariancia mini

I

p)

™~

0y 01 Desvio padrao
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Rentabilidade e desvio padrao de
uma carteira com diversos ativos




Carteira com diversos ativos: notacao

r; rentabilidade do ativoi,i=1,2,...,n;

r; rentabilidade esperada do ativo;

o; desvio padrao da rentabilidade do ativo j;

ojj covariancia entre as rentabilidades dos ativos i e
J, i) =1,2,...,N.

w; participacao (em valor) do ativo i na carteira de

investimentos;

R rentabilidade da carteira de ativos;

=l

restabilidade esperada dessa carteira;

or desvio padrao dessa rentabilidade.
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Carteira com diversos ativos: indicadores de rentabiliade e risco

Rentabilidade esperada

Variancia
011 012 ... O1np W1
) 031 022 ... O2np W»
O’R:[W1 Wy ... Wn:|
On1 On2 ... Onpn Wn

n n
=D wiwjoy)

i=1 j=1

2%



Variancia

ORR= W12011 +W1iWoo12 +. . .+ WWioq+. . .+W1Wpo1p
+WoWqoo1+ W%Ozz +. . FWoWioyi+. . .+FWoWpoon

+ WiWioj1 + WiWwooiy + 1+ WI»ZU,',' + 1 +WjWpoon

+WHW’|UH’|+WHWZUH 2+ o +WV7W[O-HI+ o + W,%O'nn

OORR 4
TV\/,' = 2W1U1/‘ + 2W20’2,' ...+ 2W,‘O’,‘,’ + ... + 2Wn0m = 2; WjUj,‘
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A baixa informatividade da variancia de um ativo

n
ga/’j = 2ZWjO‘,'j =2 | wjoji + ZW}‘O’U‘
J=1 J#I
Em uma carteira bem diversificada, w; € pequeno e, portanto, a
variancia do ativo i explica muito pouco do impacto desse
ativo sobre a variancia da carteira de investimentos. Ja o termo
Z#, w;o;; tem impacto mais significativo, pois, apesar de os
w;'s também serem pequenos, eles aparecem n — 1 vezes.
Isso indica que o impacto de um ativo sobre o risco de uma
carteira bem diversificada depende fundamentalmente de
como esse ativo covaria com 0s outros e muito pouco da
variancia desse ativo.
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Carteira de variancia minima

O problema
Minimizar

n n
2
ORp = ZZW,‘WJ‘UU‘

i=1 j=1

Sujeito a restricao
n
Z w; =1
i=1
Lagrangeano
£ =33 Wi+ (Z e 1>

i=1 j=1
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Carteira de variancia minima

Condicoes de 12 ordem

0L !
o =0=2) Wojj+A=0

j=1

0L :
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Carteira de variancia minima

Condigoes de 12 ordem em notagao matricial

_20'11 2012 ... 2015 1 W1 0

20017 2022 ... 2095 1 W» 0

20n1 20_(72 2Unn 1 Whn 0
1 1 1o LA ]
—— =~

Am Zm bm

Solucao

Zm = Ar_n1 bm
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Carteira de variancia minima condicionada

O problema
Minimizar

ok = Z Z Wiljaij

i=1 j=1

Sujeito as restricoes

Lagrangeano

L= ZZWWJU,/—FM (Zw,r,—R) + X (Zw,—1>

=1 j=1
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Carteira de variancia minima condicionada

Condicoes de 12 ordem

0L L _
o :0:>2;W/‘0,‘j+)\1R+)\2:0

0L 4 _
MZO:};WM_R:O a—)\Z—O:ZW,_1
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Carteira de variancia minima condicionada

Condigoes de 12 ordem em notagao matricial

-20'11 2012 ... 201n 71 1 W1 0
20’21 20’22 20’2n Fz 1 Wy
2Un1 20’(72 20'nn Fn 1 Wn - O
I rh ... Iy 0 0 A R
1 1 1 0 0] | A 1
L 4 L4 L
A z b
Solucao
z=A"b.
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Propriedades da fronteira de variancia minima

Se o vetor de pesos w* resolve o problema de minimizar a
variancia da carteira de ativos com rentabilidade esperada R
e w** resolve o problema de minimizar a variancia da carteira
de ativos com rentabilidade esperada R™, entdo, para
qualquer a € R, aw* + (1 — a)w™* resolve o problema de
minimizar a variancia da carteira de ativos com rentabilidade

=%k

esperada aR” + (1—a)R

No plano ¢ x R, o grafico da fronteira de variancia minima
corresponde ao lado direito de uma hiperbole com eixo
principal horizontal e centro no eixo o = 0.
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Carteira otima




Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Vamos dividir a escolha do investidor em duas etapas:

Na primeira, ele escolhe em que proporcoes quer investir nos
ativos com risco. Em outras palavras, ele compoe uma carteira
de ativos composta apenas de ativos com risco.

Na segundo etapa, ele monta uma carteira de investimento
combinando a carteira de ativos com risco com o ativo livre de
risco.
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Um ativo livre de risco e varios ativos com risco

Rentabilidade
Ra
Rs
Rm

_Rf
Ry £~ o

Om OB @esvio padrao
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Encontrando a carteira de risco otima

Objetivo

Maximizar - . B
R(W) — Rf . Z[:W Wir; — Rf

a(w) \/Z:nﬂ 27:1 e

atendendo a restricao

n
ZW,‘ =1
i=1

Lagrangeano

'.’L W? _ R n
P > iy Wil f +/\<2Wi_1
\/sz1 27:1 e i=1
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Encontrando a carteira de risco otima

Condicoes de primeira ordem
Tk (L wiTi = Re) XL wigi
3
n n 5
\/Zi:1 Zj:1 Wiwjoi; (Zln:1 ZF:[ W,‘W,‘O‘,‘j) ’

n
Z w; =1
i=1

+A=0
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Encontrando a carteira de risco otima

Condicoes de primeira ordem em notacao matricial
1

r(wTw) 2 — (W'r — Rf)(W/TW)_%TW +A=0
w1-1=0
Em que

- T é 0 vetor das rentabilidades esperadas dos ativos;
- w € o vetor de pesos dos ativos;
- T é a matriz de covariancia dessas rentabilidades;

- 1 é um vetor com todos 0s n elementos iguais a 1.
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Encontrando a carteira de risco otima

Solucao
T (r—Re-1)

T Ty

Ou, em outra notacao,

- Zpﬂ Tf:; (?j - Rf)
S S T Ry)

W
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Condicao de tangéncia

Rentabilidade

Fronteira de
variancia minima
Ti
Rm
N R =i+ (1= )Ry
m—Ry¢ oa = /a2o? + (1 — a)2ofy + 2a(1 — A)ai
Ry "
Om O Desvio padrao
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Condicao de tangéncia

Ainclinagao da curva laranJa e
dRy el
G _ g [0Ti + (1= a)Rn]
doo
& L a202 + (1= )08 + 2a(1 — &)ojm
O numerador dessa fragao é
dRe - =
Gor =1 Fm

O denominador é
doo ac? — (1= a)oh + (1—2a)oim

da \/ozzal-z + (1= @)?0 + 2a(1 — &)oim

Calculando no ponto de tangéncia (o = 0), obtemos

dR - B

do i —Rm

dog Tim=0hm

do la=0 om 41



Condicao de tangéncia

do
Om Iim—%m

?,‘ = Rf —+ Uizm (ﬁm — Rf)

i = Rs + Bi(Rm — Ry)
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O modelo CAPM




0 modelo CAPM — Hipoteses

1. Modelo de um Unico periodo;

2. Ha um numero definido de ativos perfeiramente divisiveis
e ofertados em quantidades fixas;

3. Nao arbitragem;
4. Ha um ativo livre de risco;

5. Nao ha custos de transacao, restricoes de venda a
descoberto ou qualquer outra regulacao;

6. Os mercados sao perfeitamente competivivos: todos
investidores sao tomadores de preco;

43



0 modelo CAPM — Hipoteses

7. As preferéncias dos investidores podem ser representadas
na forma de uma funcao de utilidade média variancia;

8. Os investidores sao maximizadores de utilidade;

9. As informacoes relevantes acerca das rentabilidades dos
ativos sao compartilhadas entre os consumidores
(informacoes homogéneas) e, portanto, todos tém a
estimativa da distribuicao conjunta das rentabilidades dos
ativos (expectativas homogéneas).
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0 modelo CAPM — Consequéncias

Todos investidores visualizam a mesma fronteira eficiente para
0s ativos com risco.

Todos investidores demandam a mesma carteira de ativos com
risco, embora possam combinar essa carteira com o ativo livre
de risco em proporcoes diferentes — todos investidores
estimam a mesma fronteira eficiente conhecida com linha de
mercado de capitais;

No equilibrio, a carteira de risco demandada pelos
investidores € a carteira de mercado, isto €, se g; e p; sao
respectivamente a quantidade existente no mercado e o preco
do ativo i, o peso desse ativo na carteira de equilibrio sera
W, = fiq/‘ '
> Pidj
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Linha de mercado de capitais

Rentabilidade Linha de mercaddfronteira de
de capitais variancia minima
Rm
m—R¢
Rf N om
Om Desvio padrao
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Significado do 3

Considere uma carteira que combine o ativo i com a carteira
de mercado, com pesos a para o ativo i e 1 — « para a carteira
de mercado. Seu variancia €

2

0l = a?o? + (1— a)’oh +2a(1 — a)ajp.

O impacto marginal do ativo i sobre a variancia da carteira de
mercado e dado pela derivada dessa variancia em relacao a «
calculada em a = 0:

do?,

=2l = [2a0? ~2(1- a)oh + (2~ 4a)im] g = 2oim—0R)

a=0
= 202, <U”Zm - 1) =2(8 - 1)
g

m

Portanto, na margem, o ativo i aumenta, diminui ou nao afeta
0 risco de mercado caso, respectivamente §; > 1, 5; < 1 ou
pi=1. v



Significado do 3

Se 3; > 1, a carteira de mercado tem seu risco reduzido com
uma reducao da participagao do ativo i. Para que essa reducao
nao ocorra, a rentabilidade esperada desse ativo precisa ser
maior que a rentatibilidade esperada da carteira de mercado.

Se i < 1, a carteira de mercado tem seu risco reduzido com
uma maior participacao do ativo i. Para que esse aumento de
participacao nao ocorra, a rentabilidade esperada desse ativo
precisa ser menor que a rendatibilidade esperada da carteira
de mercado.

Se 3; =1, a carteira de mercado tem seu risco inalterado com
variacoes marginais da participacao do ativo i. Para que a
demanda desse ativo sao seja superior a sua oferta, &

necessario que sua rentabilidade esperada seja igula a
rentabilidade esperada da carteira de mercado. 48



A linha de mercado (de titulos)

E(R)
Efﬂ
B
Bi = (sz
¢] m
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Uma linha de mercado empirica

E(R))
Efﬂ O
R
/ 5 — %im
i =2
1 m
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Ajustes nos precos

Se P, € o preco de um ativo ao final do periodo, P é o preco de
ativo desse mercado no inicio do periodo, podemos definir a
rentabilidade esperada de um ativo como

E(Pe) — P

E(R) = =3

Se E(R) > R¢ + B(Rm — R¢), havera uma demanda pelo ativo
superior a quantidade de mercado, o preco P do ativo deve
subir e, consequentemente sua rentaiblidade esperada E(R)
diminui.

Se E(R) < Rg + B(Rm — Ry), havera uma demanda pelo ativo
inferior a quantidade de mercado, o preco P do ativo deve
diminuir e, consequentemente sua rentaiblidade esperada

E(R) aumenta.
51



Ajuste nos precos

E(R))
Efﬂ
R
/ 5 — %im
i =2
1 m
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