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1 Funcao de utilidade Cobb-Douglas

Se as preferéncias de um agente puderem ser representadas por uma funcao de
utilidade com a forma

U(Co,Ch...,CT):CSOXC(lh><~-~><C%T. (1)
na qual, ag,a1,...,ar sdo constantes reais positivas, dizemos que esse agente

tem preferéncias Cobb-Douglas e chamamos a fun¢do de utilidade com o for-
mato acima de fun¢io de utilidade Cobb-Douglas. Caso ag + as + -+ + ap =
1, dizemos que trata-se de uma fun¢do de utilidade Cobb-Douglas norma-
lizada. Para simplificar a notacgdo, utilizaremos ¢ para representar o vetor
(co,c1,...,cr), e subsituiremos Ul(cg, ¢y, ..., cr) por U(c).

Como qualquer transformagdo monotonica de uma funcao de utilidade nao
altera sua capacidade de representar as preferéncias de um agente, podemos
elevar a fungdo (1) ao inverso de ag + as + - - - + ar obtendo uma nova fungéo
Cobb-Douglas na qual a soma dos expoentes é igual a 1:

V(co,c1,...,0r) = cg° X 't x -+ x T, (2)

na qual que para todo t =0,1,...,T,

Qg
ZZ:O at

A funcao de utilidade (2) de fungdo de utilidade Cobb-Douglas normalizada.
Note que essa funcao nada mais é do que a média geométrica dos consumos em
cada data.

Uma outra forma usual de representar as mesmas preferéncias, assumindo-
-se consumo positivo em todas as datas, consiste em aplicar as fungoes (1) e
(2) a transformagdo logaritmica obtendo-se as fungoes de utilidade

ap =

Q(co,¢1,---,cr) =aglncg+arlne; +---+1lner (3)



Y(co,c1,-.-5¢r) =apglncg+arlneg +---+arlner. (4)

Frequentemente, a funcdo de utilidade Cobb-Douglas é apresentada com
apenas dois argumentos, o que, no caso de nosso modelo de escolha intertem-
poral implica apenas duas datas:

Ulco,c1) = ¢g® cf*. (5)

A fungdo de utilidade (1) é muitas vezes chamada de funcio de utilidade
Cobb-Douglas generalizada seja porque contempla um nimero qualquer de ar-
gumentos, ao invéz da fungdo de utilidade (5), seja porque, ao invéz do que
acontece com a fungao (2), ndo impoem que a soma dos expoentes seja igual a
1.

2 Taxa marginal de substituicao e curvas de indiferenca

Derivando a fun¢do (1) em relacdo a ¢;, encontramos a utilidade marginal do
consumo em t:
UMg, = iU( ) = apc e Lt e L = 2U(e). (6)
gt—a c) =awcy’ g’ ...y T e e = c).
Ct Ct
Usando essa expressao, determinamos a taxa marginal de substituicdo entre
os consumos em duas datas distintas, 7 e ¢, expressa em unidades de consumo
na data 7 por unidade de consumo na data ¢:

UMg, %U(C) a; Cr
TMS,; , = =t = —— 7
b UMg, 2=U(e) arc Q

A equagdo (7) mostra que a taxa marginal de substitui¢do depende exclu-
sivamente dos consumos relativos e ndo dos consumos absolutos.

A Figura 1 mostra mapas de curva de indiferenca para a funcdo de utili-
dade Cobb-Douglas no caso em que T' = 1, ou seja, no caso da fungdo (5),
para diferentes razoes entre os coeficientes ag e a;. Tais curvas de indiferenca
apresentam duas propriedades importantes: elas sdo convexas em relacdo a
origem e as curvas de indiferenca associadas a niveis de utilidade positivo nao
tém ponto em comum com os eixos, mas sim, aproximam-se assintoticamente
deles. A convexidade das curvas de indiferenca garante que, em um problema
de maximizagao de utilidade, o ponto que atende as condi¢bes de 6timo de pri-
meira ordem serd um ponto de maximo. O fato de que as curvas de indiferenca
nao cruzam os eixos garante que a solugao desse problema serd uma solugao
interior.

Tais conclusoes se estendem para a fungéo de utilidade Cobb-Douglas gene-
ralizada, com mais do que duas datas. Também nesse caso, ndo ha solugao de
canto e o ponto que satisfaz as condi¢gdes de maximo de primeira ordem dada
uma restrigdo orcamentaria linear é um ponto de maximo.
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Figura 1: Curvas de indiferenca para a funcao de utilidade Cobb-Douglas con-
siderando diferentes valores para a razao Z—Cl’

3 Maximizagao de utilidade e fungoes de demanda

3.1 Ocasoem que T =1

Consideremos inicialmente o caso no qual hé apenas duas datas e no qual a
funcdo de utilidade do agente é a fungéo (5), isto é, U(co,c1) = ¢g° ci*. Esse

agente deseja maximizar essa funcdo dada a restricdo orcamentaria
Do co + p1c1 < powo + p1w. (8)

Como as curvas de indiferenga néo cruzam os eixos, podemos ter certeza que
a soluc@o desse problema implicard consumo positivo nas duas datas. Assim,
podemos ignorar as condi¢des de consumo nao negativo. Adicionalmente, como
a funcdo de utilidade é monotonica, podemos ter certeza de que a solugao



encontrar-se-4 sobre a linha de restricdo orgamentdria, com a condigdo (8)
sendo atendida com igualdade.
O Lagrangeano desse problema é

L =ci°ci* — X[poco+ p1c1 — (powo + prwi)] 9)

A solucao do problema deve atender as condigdoes de maximo de 12 ordem

abaixo

oL _ ao—1 a1 _

dee = 0= a0y’ " —Apo =0
%zOéalcgoch_l—)\ple
9L =0=poco+picr — (powo+prwy) =0

Das duas primeiras equagoes, obtemos,

ap—1 a1
aoc c
= 0 1
DPo
e
(e75) a1—1
a1cy’ ¢
)\ — 0 1
P1
Portanto,
ap—1 a ag a1—1
apcy’ T ert arcy’ ert e = ai Po (10)
= 1= ——.
Po p1 ap P1

Substituindo esse resultado na terceira equagdo, obtemos
ai pPo
Po Co +P1 —— = PoWo + p1 W1
ap P1

ay
Do Co <1+a) = powo + p1 w1
0

ap  Powo + p1wi
ap +ax Po

Co — (11)

O lado direito da (11) é a fungdo de demanda pelo consumo na data zero.
Para encontrar a fungdo de demanda pela consumo na data 1, basta substituir
(11) em (10), para obter

a1 powp+ p1wy
ap + ax P1

C1 = (12)

As fungoes de demanda em (11) e (12) mostram que o agente deverd dis-
pender a fracao ao‘ffal do valor de sua dotacao inicial na aquisicdo do consumo
na data 0 e a fracio restante, —%— na aquisi¢do do consumo na data 1. Se

aptay
definirmos a taxa de juros entre as duas datas ¢ pela férmula:

i=P

P1
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de tal sorte que pg = (1+4)p; as fungdes de demanda podem ser reescritas em
funcéo dessa taxa de juros como

an w1
S 13
T awta <w0+1+i> (13)
e
c —L[(l—ki)w + w1] (14)
L, 0 1]

O que indica que o consumo na data 0 serd igual a fraca ao‘fﬁal

presente da dotacao inicial e que o consumo na data 1 sera igual a fracao
do valor futuro (na data 1) da dotacdo inicial.

do valor
aj
ao+ai

3.2 O caso geral

O caso mais geral, em que T é qualquer niimero inteiro maior do que 1, é em
tudo similar ao caso com apenas duas datas. Para mostrar isso, usaremos, para
economizar espaco, a seguinte notacio:

p = (po,p1,...,pr) € o vetor de precos da economia,
¢ =(co,¢1,...,c7) é o vetor de consumo de nosso agente;
w = (wg, w1, ..., wr) é o vetor de dotagao inicial de nosso;

p-c=>, Tpic: éo valor do plano de consumo do agente;

p-w=>, oIpsw: é o valor da dotacdo inicial do agente de consumo do
agente;

O problema do agente é maximizar sua fungdo de utilidade, dada por (1):
Ule) =cy®cit...cfF,
atendendo a restricdo orgamentaria
Pc<p-w

e as restri¢coes de consumo nao negativo ¢ > 0.

Novamente, as propriedades da func¢ao de utilidade Cobb-Douglas garantem
que a solugao desse problema implica consumo positivo em todas as datas, de
tal sorte que as restrigdes de consumo nao negativo podem ser ignoradas, e
que, nessa solugao a restricdo orcamentéria é atendida com sinal de igualdade.

Para encontrar essa solugdo, montamos o lagrangeano

L=U(c)=A(p-c—p-w)
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As condicoes de primeira ordem serao atendidas quando

g—CLt:Oéagc(:) —Ap; =0 paratodote{0,1,2,...,T} e
%:Oép-cfp'w:o

Usando (6), a primeira condi¢do pode ser reescrita como

%U(c) = Ap; para todot € {0,1,2,...,T} (15)

Ct
Resolvendo essa equacao para A, assumindo ¢ = 0, obtemos
ag Ulc
A= 2 ( ).
Co Po
Substituindo esse resultado em (15), obtemos

Lue) = Lue)lt = ¢ = L0, (16)
ct Co Po ag Pt

Substituindo esse resultado na restricado orcamentaria,

p.c:p.w
DPocot+pica+--+prer=p-w
ai p ar p
Poco+pi—— +-4pr—-" =p-w
ao P1 ao pr
a a
Po Co (1+1++T> =p-w
ap ao
(ao+a1+"'+aT>
Po Co =p-w
ag
ap P-w
Co = T (17)
ZT:O Po

Substituindo esse resultado de volta em (16), obtemos a funcao de demanda
de consumo em qualquer data ¢:

a  p-w
T
doropar Dt

A funcdo de demanda acima mostra que o agente deve despender a fracao
2t do valor de sua dotacao inicial no consumo na data t. Note que trata-

Cy =

(18)

Too0r
-se de uma generalizagdo das funcoes de demanda (11) e (12) derivadas para o
caso em que T'= 1.

Po

1
Se definirmos, para cada data t € {0,1,...,T} ry = (p—f> " — 1, entdo a
funcao de demanda por consumo em qualquer data ¢ pode ser reescrita como:

a w w w
L (147t |wo+ Lo 2 +---+T} (19)

Ct = ———
ZZ:O a, T+7r  (1+47rs)2 (14 7rp)T




A fungao acima mostra que o agente ird demandar, em cada data ¢, um consumo

igual a fracao ZaTt do valor de sua dotacdo inicial atualizado para unidades

=0

de consumo dessa data. Esse resultado é uma generalizagdo das fungoes de
demanda derivadas para o caso em que T' = 1 apresentadas em (13) e (14).

3.3 Exemplo
Considere o caso em que T' = 3, a func¢io de utilidade do agente seja
Ulco,c1,¢0) = co e ey

e suas dotacdes iniciais sejam wy = 5,w; = 8,we = 8. Para encontrarmos
as fungoes de demanda em funcdo dos pregos relativos, aplicamos (18) para
obtermos:

5  D5po+8p1+8p2 5 5po + 8p1 + 8p2

CO(p07p17p2) = 5+8+8 Do - 21 Po
i 8 Spo+Spi+8ps_ 8 SpotSpi+ 8
1(Po, P1, P2 54+ 848 P1 21 D1

8  5po+8p1+8ps 8 5po +8p1 +8py

CQ(p07p17p2) = 5+8+8 D2 - 21 D2

Para determinarmos as fung¢oes de demanda em funcao das taxas de juros,
usamos (19), obtendo

co(r r)*E 5+ i + L
OV T2l o1 (I+7r)  (L4+7r)?

C1(7‘177”2)=5(1+7"1){5+ s, 8 ]

21 (1+7"1) (1+T2)2
5 1+ 7

=— |5(1 84+ 88—
21 {( )+ 8+ (1+r2)2}

5 8 8
ea(r1,m2) = oo (14 12)? {5‘*‘ + }

21 (1+7’1) (1+’I"2)2’
5 (1—|—7‘2)2

= — |5(1 48— .
5T {5( +72)° +8 T +8



